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Der Winkelbegriff als elementarer Begriff der ebenen Geometrie und Raumgeomet-
rie ist aufgrund vielfdltiger Aspekte und Definitionen ein komplexer Lehr- & Lern-
gegenstand des Geometrieunterrichts. Satze liber Gleichheit, Summen und Differen-
zen von Winkeln, sowie der Winkel als Objekt-, Relations- und MafBbegriff sind fiir
die gesamte (Schul-)Geometrie relevant. Der Winkelbegriff muss folglich im Ma-
thematikunterricht systematische und ganzheitliche ausgebildet werden (KRAINER,
1989). Ergebnisse fachdidaktischer Forschung zum Thema innerhalb der letzten 30
Jahre stellen aufgrund nachweisbarer Fehlkonzepte und Fehlermuster die Bedeutung
einer operativen Begriffsentwicklung heraus, bei der sowohl geeignete (digitale)
Werkzeuge, als auch anschauliche Materialen und Darstellungsformen zum Einsatz
kommen (u.a. KRAINER, 1989; MITCHELMORE & WHITE, 2000; BERRY III &
WIGGINS, 2001). Weiterhin wird festgesellt, dass bestimmte Fehlkonzepte mit der
systematischen Begriffseinfilhrung nach dem Grundschuliibergang dauerhaft und
resistent iiber die Schullaufbahn ,erworben* werden. Als Einflussfaktoren gelten
hierbei mentale Operationen und Vorstellungen zu Winkelaspekten, die eng mit den
vorhandenen Fehlkonzepten verkniipft sind. Konrad KRAINER (1989) stellt bereits
den relevanten Bezug von Vorstellungen zu Begriffsaspekten bei Winkeln heraus:
Winkel als ,,abgeknickte” Gerade; Winkel als Ebenenteil; Winkel als Umlaufwinkel.

Der Artikel thematisiert die Analyse von Schulbiichern hinsichtlich verwendeter
Représentationen und Darstellungsformen zum Winkel in der Sek I. Beziige zur
didaktischen Genese zum Winkelbegriff werden eingangs basierend auf der Arbeit
von KRAINER (1989) hergestellt. Dariiber hinaus werden erste Ergebnisse einer
Untersuchung zu Winkelvorstellungen von Fiinft- und Zehntkldsslern vorgestellt
und mit ausgewdhlten Forschungsbefunden kontrastiert. Die vorliegende Arbeit
versteht sich als Anndherung an die didaktische Auseinandersetzung zur Begriffs-
ausbildung zum Winkel.

Winkel - ein vielfiltiger Begriff

Das Bediirfnis eindeutiger Begriffsdefinitionen ist seit der phi-
losophischen Auseinandersetzung mit der Mathematik als
Strukturgebilde der Welt erwachsen und bis heute ein zentraler
Bestandteil der Schulmathematik. Die Notwendigkeit von Be-
griffsdefinitionen fiir die Entwicklung der theoretischen Fun-
dierung der Geometrie skizziert KRAINER (1989, S.126ff) an
zweil Zugdngen, zum einen abbildungsgeometrisch in der Tra-



dition der Vertreter FELIX KLEIN und GUSTAVE CHOQUET, zum
anderen kongruenzgeometrisch nach EUKLID und DAVID
HILBERT. Beide Zuginge werden im Folgenden mit Bezug auf
KRAINER zusammengefasst.

KLEIN entwickelt ein Axiomensystem, welches génzlich ohne
die Verwendung des Winkelbegriffes auskommt. Er flihrt den
Winkel als Maf} einer Drehbewegung ein, ohne ihn definito-
risch festzulegen. CHOQUET begriindet die affine Struktur der
Ebene ebenfalls ohne auf den Winkelbegriff zuriickzugreifen.
Winkel werden in seinen theoretischen Betrachtungen als Dre-
hungen interpretiert. Sie gewdhrleisten die wesentliche Eigen-
schaft, Teilmengen der Ebene mit Hilfe bestimmter Operatio-
nen an anderer Stelle wieder zu fixieren. Dem Winkel und der
Drehung liegt hier die gemeinsame Idee der formalen Bezie-
hung zwischen zwei Richtungen zugrunde. Beim kongruenz-
geometrischen Zugang nach EUKLID und HILBERT treten Win-
kel als formale Notwendigkeit auf, Beziehungen (Kongrunez)
zwischen geometrischen Objekten innerhalb eines Axiomen-
systems beschreiben zu konnen.

In beiden Zugingen zur Geometrie werden unterschiedliche
Winkelaspekte betont: Winkel als Drehung (nach CHOQUET),
Winkel als MaR einer Drehbewegung (nach KLEIN), Winkel als
Neigung (nach EUKLID) oder Winkel als Theorieelement zur
Beschreibung von Beziehungen (nach HILBERT).

KRAINER arbeitet verschiedene Vorstellungen von Winkeln
heraus und greift damit unterschiedliche Aspekte und Definiti-
onen des Winkelbegriffs auf (Abbildung 1).



Abbildung 1: Winkelvorstellungen (KRAINER, 1989, S.387)

a) Winkel als ,,abgeknickte* Gerade (ohne Kreisbogen)

b) Winkel als Ebenenteil, der von zwei geraden Linien mit
gemeinsamem Anfangspunkt begrenzt wird (mit Kreis-
bogen oder Winkelfeld)

c) Winkel als Ebenenteil, dessen Entstehung durch die
Drehung eines Schenkels beschrieben werden kann (mit
Kreisbogenpfeil oder orientiertem Winkelfeld)

d) Winkel als Umlaufwinkel (mit Umdrehungspfeil)

Neben den vielfdltigen Aspekten und Vorstellungen zu Win-
keln treten dariiber hinaus unterschiedliche Begriffsarten her-
vor:

* Objektbegriff: Der Winkel als Objektbegriff steht fiir die-
jenigen ebenen und rdumlichen Objekte, die durch kon-
krete Darstellungen und Modelle représentiert werden.
Betont wird hierbei der figurative (statische) Winkelas-
pekt.

* Relationsbegriff: Beim Vergleich und dem in Beziehung
setzen von Winkeln mit geometrischen Objekten.

* Mapbegriff: Bei Betrachtungen von Winkelgrofen tritt
der Winkel als MaB3begriff hervor.

Es zeichnet sich an dieser Stelle bereits ein Bild eines multidi-
mensionalen Begriffsfeldes ab, das je nach Bediirfnis und ge-
ometrischem Kontext vielfdltige Zugénge und Definitionen zu
Winkeln liefert. Unser Interesse richtet sich im Folgenden auf



Darstellungen und Représentationen in Schulbiichern der Klas-
senstufe 6. Es soll herausgearbeitet werden, inwieweit die oben
dargestellten Aspekte und Definitionen aufgegriffen werden,
um ein genaueres Bild der Begriffsausbildung zu erhalten, die
in Schulbiichern vorgenommen wird.

Darstellungen und Reprisentationen zum Winkelbegriff in
Schulbiichern zu Beginn der systematischen Begriffsaus-
bildung

Das Thema Winkel ist kein zentrales Thema der Geometrie der
Grundschule. In den Bildungsstandards im Fach Mathematik
fiir den Primarbereich (KMK, 2004) findet keine direkte Er-
wihnung statt. In Lehrpldnen werden Kompetenzerwartungen
nach Klasse 4 im Bereich ,,Raum und Form* zum Schwerpunkt
,Ebene Figuren* formuliert: Schiiler/innen konnen den rechten
Winkel benennen und zur Beschreibung ebener Figuren ver-
wenden. In Schulbiichern wird ausschlieBlich der rechte Win-
kel thematisiert — meist eingefiihrt iiber den Faltwinkel. Rechte
Winkel sollen mit Hilfe des Faltwinkels in der Umwelt erkannt
und mit dem Geodreieck gezeichnet werden. Die systematische
Einfiihrung erfolgt je nach Bundesland in Klasse 5/6. Die
Schiiler/Innen verwenden den Winkel zur Beschreibung ebener
und rdumlicher Figuren, sowie zum Schitzen und Zeichnen.
Sie lernen verschiedene Winkelsédtze kennen und nutzen Win-
kel beim direkten und indirekten Messen.

In den von uns untersuchten Schulbiichern (siche Tabelle 1)
finden sich iiberwiegend Definitionen und Darstellungen, die
den Winkel als sich schneidendes Geraden- bzw. Halbgeraden-
paar mit gemeinsamen Anfangspunkt aufgreifen (Abbildung
2).
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Abbildung 2: Winkel als sich schneidendes Geradenpaar (1) bzw. Halbgeradenpaar (r).

Auffillig seltener sind Darstellungen und Definition mit Beto-
nung des Winkelfeldes auszumachen (Elemente der Mathema-
tik SI, 2012, S.56ff & Schnittpunkt Mathematik 6 NRW,
S.8f¥).

a) b)

b

Abbildung 3: Winkel als Punktmenge

a) ,.geordnet“: Der Winkel ist die Punktmenge, die {liber-
strichen wird, wenn der Erstschenkel a gegen den Uhr-
zeigersinn in den Zweitschenkel b gedreht wird.

b) ,,ungeordnet”: Der Winkel ist die Punktmenge, die tliber-
strichen wird, wenn Gerade a auf kiirzestem Weg in Ge-
rade b gedreht wird.

In den analysierten Schulbiichern wird entweder der statische
Winkelaspekt parallel zum dynamischen Aspekt aufgegriffen,
oder ausschlieBlich auf den statischen Aspekt in Darstellungen
und Operationen Bezug genommen.



Tabelle 1: Darstellungen und Operationen zu Winkeln in unterschiedlichen Schulbiichern der

Klassenstufe 6

Schulbuch | Darstellung | Werkzeug | Operation
Einblicke Mathe- - Strahlenpaar - Winkelscheibe - Messen (statisch)
2m0a617k g II\ISRf}N’ - Geodreieck - Zeichnen (statisch)
T - Theodolit
Pluspunkt Ma- - Strahlenpaar - Winkelscheibe - Messen (statisch)
tzlbeégatslksg fl}l RW, - Geodreieck - Zeichnen (statisch)
T - Schitzen
Mathe live 6, - Drehung - Winkelscheibe - Messen (statisch)
2009, S.32ff - Geodreieck - Zeichnen (statisch)
MaBstab 6, 2005, - Strahlenpaar - Geodreieck - Messen (statisch)
S.59ff - Zeichnen (statisch & dynamisch)
Mathematik - Strahlenpaar - Winkelscheibe - Messen (statisch)
geskélfr%do 6,2010, - Geodreieck - Zeichnen (statisch & dynamisch)
Mathematik Neue | - Strahlenpaar - Winkelscheibe - Messen (statisch)
Wege Sl Klasse 6, | Halbgeradenpaar | - Geodreieck - Zeichnen (statisch & dynamisch
2009, S.8ff Y
- Teil der Ebene - Schitzen
- Drehung
Mathematik Heute | - Strahlenpaar - Winkelscheibe - Messen (statisch & dynamisch)
6,2013, S.88ff - Drehung - Geodreieck - Zeichnen (statisch & dynamisch)
- DGS - Schitzen
Elemente der - Strahlenpaar - Winkelscheibe - Messen (statisch & dynamisch)
%altg’eggglf(st - Drehung - Geodreieck - Zeichnen (statisch & dynamisch)
- DGS - Schitzen
Schnittpunkt - Winkelfeld - Winkelscheibe - Messen (statisch)
%ﬁ%ﬁ%gggﬁsx T - Geodreieck - Zeichnen (statisch & dynamisch)
Lambacher - Strahlenpaar - Winkelscheibe - Messen (statisch)
I%%l\v{/?lzzgf)g’ - Halbgeradenpaar | - Geodreieck - Zeichnen (statisch & dynamisch)
S.844f

Bei der Einfiihrung zum Messen und Zeichnen von Winkeln
zeichnet sich ein dhnliches Bild ab. Das statische Messverfah-

ren mit Hilfe des Geodreiecks (,,Anlegen und Abmessen-
Methode) wird in jedem von uns analysierten Schulbuch auf-
gegriffen, wihrend die dynamische Methode (,,Drehwinkel*-
Methode) zum Messen und Zeichnen von Winkeln nur in ver-
einezelten Biichern aufgefiihrt wird (sieche Tabelle 1).




Grundsitzlich gibt es zwei unterschiedliche Methoden, Winkel
mit dem Geodreieck zu zeichnen und zu messen.

A A

Abbildung 4: ,,Drehwinkelmethode* (dynamisch)

/
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Abbildung 5: ,,Anlegen und Abmessen‘-Methode (statisch)

Die ,,.Drehwinkelmethode® bringt bei jedem Vorgang die bei-
den Winkelaspekte Drehung und Winkelfeld (begrenzt durch
die beiden Schenkel) zum Tragen, wihrend die ,,Anlegen und
Abmessen““-Methode {iberwiegend den statischen Aspekt
(Winkel als Figur) betont.

* Zur , Drehwinkelmethode “: Diese erinnert an den Dreh-
vorgang, der dem Entstehen von Winkeln zugrunde lie-
gen kann. Weiterhin werden bei dieser Methode Fehler
durch Verwechseln der beiden gegenldufigen Skalen auf
dem Geodreieck entgegengewirkt. Nach ausgiebiger Ein-
fiihrungsphase kann die Drehung des Messgerites weg-
fallen, so dass nur noch ein Arbeitsschritt benotigt wird.
Nachteilig erweist sich die Methode bei der Verwendung
von Halb- und Vollkreiswinkelmessern. Hierbei wird
stets ein zusétzlicher Arbeitsschritt zur Markierung des



Winkels und zum Zeichnen des Schenkels mit Hilfe eines
Lineals benétigt. Schwierigkeiten zeigen sich ebenfalls
bei der Durchfiihrung mit dem Geodreieck. Das Festhal-
ten bzw. Fixieren des Scheitelpunktes bei der Drehung ist
mit dem herkdmmlichen Geodreieck ohne Moglichkeit
zum Fixieren des Drehzentrums schwierig zu bewerkstel-
ligen und kann zu Mess- und Zeichenfehlern fiihren.

* Zur , Anlegen und Abmessen “-Methode: Beim Zeichnen
muss der vorgegebene Schenkel nicht verlingert werden.
Beim Anlegen des Geodreiecks zum Zeichnen des zwei-
ten Schenkels muss nicht darauf geachtet werden, dass
die ,,0“ am Scheitel liegt. Nachteilig erweist sich, dass
beim Zeichnen von Winkeln auf jeden Fall zwei Arbeits-
schritte benotigt werden. Zudem besteht Verwechslungs-
gefahr der beiden gegenldufigen Skalen auf dem Geo-
dreieck.

Wir halten fest, dass in den von uns analysierten Schulbiichern
unterschiedliche Schwerpunktsetzungen hinsichtlich der sys-
tematischen Begriffseinfiilhrung mit Bezug zu statischen bzw.
dynamischen Aspekten von Winkeln vorgenommen werden,
wobei die Betonung der statischen Sichtweise beim Zeichnen
und Messen iiberwiegt. Fiir die didaktische Diskussion in die-
sem Zusammenhang liefert die Schulbuchanalyse folgende
Motivation fiir die Fortfiihrung der vorliegenden Arbeit: Es ist
zundchst zu kldren, welche Winkelbegriffe fiir den Mathema-
tikunterricht iiberhaupt benétigt werden und welche Bedeutun-
gen die beiden dargestellten Aspekte fiir den Begriffsbildungs-
prozess in dieser Hinsicht besitzen.



Untersuchung zu Schiilervorstellungen von Winkeln — erste
Ergebnisse

Jeweils drei Schiiler/Innen einer 5. und 10. Klassenstufe wur-
den von uns zu ihrem Winkelverstindnis befragt. Die vorgeleg-
ten Aufgaben umfassten operative Tatigkeiten (Vergleichen,
Zeichnen, Messen, Schitzen), sowie Verstindnisfragen zu
Winkelarten und -gréBen. Bei den Schiiler/innen der 5. Klasse
fand noch keine systematische Ausbildung des Winkelbegriffs
im Unterricht statt. Vorerfahrungen und Vorwissen basieren
auf den Grundschulinhalten zum rechten Winkel.

Ziel der Untersuchung war zum einen herauszustellen, inwie-
weit die Schiiler/innen unterschiedliche Winkelaspekte und
Vorstellungen in ihr Begriffsverstidndnis integrieren. Zum an-
deren interessierte uns, ob spezifische Fehlermuster erkennbar
sind und ob sich Zusammenhénge zu den identifizierten Vor-
stellungen herstellen lassen.

1. Zeige mir einen Winkel (in der Luft) und nimm’ dafiir
deine Finger/Hénde/Arme zur Hilfe!

Abbildung 6: Schiiler/Innen der 5. Klasse



Abbildung 7: Schiiler/Innen der 10. Klasse

Bei dieser Aufgabe konnte beobachtet werden, dass alle Schii-
ler/Innen nach eigener Aussage einen rechten Winkel mit Hilfe
ihrer Arme andeuten.

2. Erkliare mir; Was ist ein Winkel? Was verstehst du da-
runter?

Als héufigste Erkldrung wurde hier sowohl bei Schiiler/innen
der 5. als auch der 10. Jahrgangsstufe das ,,Aufeinanderstofsen
zweier Kanten* genannt. Besonders der figurative Aspekt des
Winkels tritt bei den Antworten hervor. Die Schiiler/innen
identifizieren das Vorhandensein von Schenkeln und Scheitel-
punkt als Winkel. Noch deutlicher wird dies an der folgenden
Aufgabe, bei der Bilder mit unterschiedlichen Winkelsituatio-
nen vorgelegt wurden und die Schiiler/innen darin Winkel
identifizieren und beschreiben sollten.

3. Zeige mir, auf welchen Bildern du Winkel erkennst und
beschreibe, was du siehst. In welchen Situationen kann
der Winkel verédndert werden? Was passiert dabei?



Abbildung 8: Winkelsituationen (MITCHELMORE & WHITE, 2000)

Alle Schiiler/innen haben zunichst bevorzugt rechte Winkel
identifiziert. Auffillig waren FEinschitzungen zur Scheren-
Situation. Nur eine Schiilerin der 5. Jahrgangsstufe war in der
Lage, die Klingen der Schere als Winkel zu interpretieren. Je-
doch zeigte sie sich unsicher, da die Klingen nach ihrer Aussa-
ge keinen rechten Winkel bilden. Dieselbe Schiilerin identifi-
zierte in der Ficher-Situation vier rechte Winkel um den Fi-
cherscheitel. Schwierigkeiten hatte sie bei der Beantwortung
der Frage, wie sich die von ihr identifizierten Winkel verédn-
dern, wenn der Ficher weiter geschlossen bzw. gedffnet wird.
Es iiberwiegt die rein statische Beurteilung der Situation.
MITCHELMORE & WHITE (2000, S.210) beobachteten in ihrer
Studie, dass weniger als 10% der untersuchten Schiiler (4.
Jahrgangsstufe) die Rotation bzw. Drehung als Beispiel fiir
Winkelsituationen identifizieren konnen.



Unsere Untersuchung zu Winkelvorstellungen bei Fiinft- und
Zehntkldsslern bestitigen auBerdem die Beobachtungen von
KRAINER (1989) hinsichtlich der folgenden Fehlvorstellungen
und Winkelinterpretationen:

* Vergleiche von Winkeln erfolgen iiber Vergleiche der
Schenkelldngen.

* Winkel werden vorrangig als ,,rechte Winkel* interpre-
tiert.

* Rotation bzw. Drehung wird nicht als Winkelaspekt
wahrgenommen bzw. interpretiert.

* Winkel werden vorrangig als Figur, bestehend aus zwei
aneinanderstoBenden Kanten bzw. Strecken gedeutet.

Da diese Muster ebenfalls bei den untersuchten Schiiler/inne/n
der 10. Jahrgangsstufe gefunden wurden, liegt die Vermutung
nahe, dass Fehlkonzepte, wie der Vergleich von Winkeln an-
hand von Schenkelldngen auch iiber einen groferen Zeitraum
(Klasse 5 bis 10) relativ stabil sind. MITCHELMORE & WHITE
(2000, S.210) bestitigen diesen Effekt in einer Untersuchung
zum Winkelverstidndnis von Erwachsenen.

Ausblick

KRAINER (1989, S.222-284) untersuchte Ende der 1980-er Jah-
re typische Schiilerfehler beim Operieren und Argumentieren
mit Winkeln und entwickelte ein Unterrichtskonzept zur Be-
gegnung dieser Fehler. Um die Aspektvielfalt des Winkelbe-
griffs aufzuzeigen und fiir Schiiler/innen fassbar zu machen,
miissen nach KRAINER vielfdltige anschauliche Zugédnge ange-
boten werden. Einblicke in Schulbiicher haben gezeigt, dass die
systematische ~ Begriffseinfiihrung mit unterschiedlichen



Schwerpunktsetzungen bzgl. statischer und dynamischer Win-
kelaspekte einhergeht. Dariiber hinaus deuten erste Ergebnisse
aktueller Forschung zu Schiilervorstellungen von Winkeln da-
rauf hin, dass bestimmte Fehlermuster und Vorstellungen rela-
tiv stabil sind. Fiir die weitere didaktische Arbeit ist daher zu-
nichst herauszuarbeiten, welche Bedeutung die beiden darge-
stellten Winkelaspekte fiir die Ausbildung des Winkelver-
stindnisses besitzen und welche Winkelbegriffe und Vorstel-
lungen fiir den Mathematikunterricht notwendig sind, um den
beobachteten Fehlermustern zu begegnen.
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