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1. BEINLEITUNG

Programme zur dynamischen Geometrie halten seit geraumer Zeit Ein-
zug in die Klasseratime der Schulen und in die Studierzimmer der Mathe-
matiker. Die wesentliche Eigenschaft dieser Programme ist diglibti-
keit, mittels Mausclicks Konfigurationen der Elementargeometrie erstellen
zu kénnen, die dann anschliessend in einem “Zug-Modus” dynamisch und
fliessend variiert werden. Ein wichtiges inhaltliches Element solcher Pro-
gramme ist das zur Varfjung stellen volgeometrischen Primitivoperatio-
nen die es erlauben, einfache Konstruktionsschritte wie das Einzeichnen
eines Schnittpunktes, einer Parallelen oder eines Kreises duatinegnf”

Wahrend die meisten derzeit eftlichen Programme eine relativ gute
Unterstitzung fir euklidische Geometrie aufweiseallf'die Unterstitzung
nicht-euklidischer Geometrien (wie z.B. hyperbolischer Geometrie) eher
spdrlich aus. Dies liegt daran, dass die internen Darstellungen der geome-
trischen Grundelemente und Operationen in aller Regel sehr eng auf eu-
klidische Geometrie bezogen sind. Untatsting nicht-euklidischer Geo-
metrien kann dann nwber von Hand programmierte Makros oder andere
Workarounds gewatirleistet werden.

Das von uns entwickelte neuartige Geometrieprogra®imderella geht
hier einen anderen Weg. Es wurde von Anfang an darauf geachtet, Koor-
dinatenrepm$entationen der Objekte zwatlén, die hinreichend allgemein
sind, um eine grosse Zahl verschiedener Geometrien zu modellieren. Auf
diese Weise werden nicht-euklidische Geometrien zum integralen Bestand-
teil von Cinderellg deren Handhabung ebenso einfach ist wie die der nor-
malen euklidischen Geometrie.

Dieser Artikel soll in die hinter der Implementierung stehenden mathe-
matischen Hintergiride eintihren. Wesentliche Teile der Theorie basieren
auf den Erkenntnissen der grossen Geometer des neunzehnten Jahrhun-
derts. Der Leser wge uns daher diedufigen historischen Ausiftje ver-
zeihen. Insbesondere stellt der Artikel eine Art “Crashkurs” in die 1871
von Felix Klein entworfenenCayley-Klein-Geometriedar, dem wesentli-
chen Werkzeug zum vereinheitlichten Umgang mit euklidischen und nicht-
euklidischen Geometrien.

LAnmerkung: Alle lllustrationen dieses Artikels bis auf Abb. 3 wurden @inderella

erstellt. Eine Demoversion ist aextilich unterwww.cinderella.de
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2. GANZ ALTE, ALTE UND NEUE GEOMETRIE

2.1. Euklids Geometrie. Es gibt viele Wege sich euklidischer Geometrie
zu rehern. Euklids (330-275 v. Chr.) urspiglicher Weg war es, die “of-
fensichtlichen” Tatsachen der Geometrie alpriori evidenteAxiome zu
formulieren und daraus die weniger offensichtlichen Tatsachen durch ei-
ne Kette von logischen Folgerungen als Leltzs abzuleiten. Was dabei
als a priori evidentangesehen wurde, hing in hohem Masse von Euklids
Auffassung und Erfahrung der geometrischen Welt ab. Er versuchte, die
Regeln des altglichen Umgangs mit Punkten, Geraden und Kreisen als
ein logisches Gebilde von Axiomen un@t2én zu ordnen. Hierbei waren
die Punkte, Geraden und Kreise die grundlegenden Objekte. Neben etlichen
Konventionen, Begriffsidiungen und Definitionen fusst Euklids Geometrie
auf den folgendenuirif Axiomen:

Al Man kann von jedem Punkt zu jedem Punkt die Strecke ziehen.

A2 Man kann eine begrenzte gerade Linie zusamraegbind gerade
verlangern.

A3 Man kann mit jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis ziehen.

A4 Alle rechten Winkel sind einander gleich.

A5 Wenn zwei Geraden mit einer dritten auf derselben Seite innere Win-
kel bilden, deren Summe kleiner als ein flacher Winkel ist, so schnei-
den sie sich bei hinreichender Vanijerung auf dieser Seite.

Auffallend ist hierbei, das die Formulierung dasmften Axioms (eine
Form des barfimten Parallelenpostulats) weitaus komplexer ist als die der
ubrigen Axiome. Dies hat vermutlich seinen Grund darin, dass Euklid selbst
nicht von der Notwendigkeit bzw. logischen Unailpigigkeit dieses Axioms
Uberzeugt war. Insbesondere vermeidet Euklid in den ersten vier seiner ins-
gesamt dreizehni&her vollkommen den Eikgriff auf dieses Axiom. Aus
heutiger Sicht lassen siclurf'das Parallelenpostulat wesentlich einfache-
re undaquivalente Formulierungen angeben. Beispielhaft seien hier einige
genannt:

A5 Zu jeder Geradef und jedem PunkiP, der nicht aufG liegt, gibt es
genau eindgserade durch die G nicht schneidet.

A5, Es gibt ein Rechteck (ein Viereck mit vier rechten Winkeln).

A53 Die Winkelsumme in jedem Dreieck ist 180

A5, Es gibt ahnliche Dreiecke, d.h. Dreiecke bei denen entsprechende
Winkel tibereinstimmen, aber nicht entsprechende Seiten.

Die Frage ob das Parallelenpostulat letztlich ursedgg ist oder ob
es andere “Geometrien” gibt, die zwar die ersten vier Axiomelier;,
nicht aber das Parallelenpostulat, sollte sich als eine der fruchtbarsten Fra-
gestellungen der gesammtem Mathematik erweisen, deramumd mehr
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Abb. 1: Viele Parallelen einer Geraden in hyperbolischer Geometrie. Parke-
tierung der hyperbolischen Ebene mit “gleichgrossamifecken.

als zweitausend Jahre erforderte. Heute wissen wir, dass gleichberechtigt
neben der klassischen euklidischen Geometrie auch noch waeitdre
euklidische Geometriemxistieren, in denen das Parallelenpostulat nicht
gilt. Den Unterschied dieser Geometrien zur euklidischen Geometrie macht
man sich am besten an unserer Version A&s Parallelenpostulates klar. In

der sogenannten hyperbolischen Geometrie, welche angivonGauss,
Bolyai und Lobatschewskwischen 1815 und 1832 entdeckt wurde, gilt das
folgende veanderte Postulat (vgl. Abb. 1, links):

Ab5pyp Zu jeder Gerade und jedem Punk®, der nicht aufG liegt, gibt
esunendlich viel&Geraden durcP die G nicht schneiden.

Es ist ebenso wglich das Parallelenpostulat in der folgenden Form zu
verandern:

Ab5g| Zu jeder Geradefs und jedem Punk®, der nicht aufG liegt, gibt
eskeine einzig&erade durche die G nicht schneidet.

Dies flihrt zur sogenannteelliptischen Geometriedie grob gesprochen

der Geometrie auf einer Kugelobadhie entspricht, wobei sich antipodal
gegenmiberliegende Punkte der Kugel identifiziert werden. Geraden wer-
den hierbei durch Grosskreise auf der Kugel dargestellt. Genau genommen
muss dann auch das Axiom A2 fallen gelassen werden, da eine beliebig
verlangerte Strecke auf der Kugel irgendwann wieder zu ihrem Ausgangs-
punkt zutickkehrt.

2.2. Computergeometrie und die Geometrie des letzten Jahrhunderts.

Vom Standpunkt eines dynamischen Geometrieprogramms stellt sich die
Herangehensweise an Geometrie ein wenig anders dar. Im Computer sind
geometrische Objekte wie Punkte, Geraden oder Kreise diaiclen ihren
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Koordinaten, re@Sentiert. Erst die Darstellung auf dem Bildschirm macht
diese Koordinaten zu visuell erfahrbaren Objekten. Vom Standpunkt des
Programmierens stellt sich der Umgang mit geometrischen Objekten als
ein Rechnen mit deren Koordinaten dar. Je eleganter und flexibler der alge-
braische Umgang mit den Koordinaten der Objekten gestaltet werden kann,
desto flexibler, robuster unabérsichtlicher wird das Programm.

Hier erweisen sich die Arbeiten der grossen Geometer des neunzehnten
Jahrhunderts als ein unermesslicher Schatz. Zu dieser Zeit spielte der al-
gebraische Zugang zur Geometrie eilerragende Rolle. Ziel war es ele-
gante und allgemeine algebraische azg zu finden, die es eoglichten,
einen vereinheitlichendedberblick tiber die Vielzahl der geometrischen
Objekte, Operationen und Effekte zu gewinnen. Als herausragende Prot-
agonisten dieser Periode seien hier nur drei Namen genannt.

Victor Poncelet(1788-1867) studierte als erster konsequent die Hinzu-
nahme vorunendlich fernen Elementemir euklidischen Ebene. Er erlang-
te dadurch eine vereinheitlichte Betrachtungsweise vieler Spaiatiér
euklidischen Geometrie. Die von Poncelet geschaffene Theorie wird heute
alsprojektive Geometribezeichnet. Viele der dort auftauchenden Elemente
haben ihren Ursprung im Studium von Fluchtpunkten bei perspektivischen
Zeichnungen. Projektive Geometrie beaitigt sich mit denjenigen geo-
metrischen Eigenschaften, die unter perspektivischen Abbildungen erhal-
ten bleiben. Leider wird hierdurch auf den ersten Blick das Studium metri-
scher Eigenschaften und Objekte (wiarigen, Winkel, Kreise) scheinbar
unmaglich, da diese unter perspektivischer Betrachtung nicht andert
bleiben.

Julius Plicker(1801-1868) gelang als erstem die umfassende und ele-
gante Beschreibung der projektiven Geometrie durch algebraische Opera-
tionen. Die von ihm eingetfirtenhomogenen Koordinateermaglichen die
vollkommen gleichwertige Behandlung von endlichen und unendlich fer-
nen Elementen.

Felix Klein (1849-1925), der Schér von Plicker war, gelang letzt-
lich eine Synthese von projektiver Geometrie und metrischer Geometri-
en durch geschickte Einbeziehung komplexen Zahlem das algebrai-
sche System. Das von ihm erstellte Gatlé delCayley-Klein-Geometrien
stellt eineuberraschend elegante Einbettung von Metriken in die projek-
tive Geometrie dar. Die wohliberraschendste Tatsache ist hierbei, dass
Kleins Theorie so umfassend ist, das sie nicht nur die euklidische Geometrie
zu beschreiben vermag, sondern ametht-euklidische Geometriefny-
perbolische und elliptische Geometrie), in denen Euklids Parallelenaxiom
nicht mehr gilt. Diese nicht-euklidischen Geometrien zeichnen sich von der
herkommlichen euklidischen Geometrie durch eine verzerrte Winkel- und
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Langenmessung aus. Diese “verzerrte Massbestimmuihgt dinter ande-

rem dazu, dass in hyperbolischer Geometrie die Winkelsumme im Dreieck
kleiner als 180 ist, oder dass es Pflasterungen der Ebene mit aegul5-
Ecken gibt (Abb. 1, rechts).

Das dynamische Geometrieprogran@mderella basiert auf den eben
erwahnten algebraischen Prinzipien. Hierdurch gelang es, ein Programm
zu schaffen, in welchem euklidische, sowie nicht-euklidische Geometrien,
gleichermassen behandelt und erfahrbar gemacht weamek. Die fol-
genden Abschnitte sollen in die dahinterliegenden Strukturen und Prinzipi-
en einfihren und ein wenig von der Sahfieit der algebraischen Aatzé
vermitteln.

3. VON EUKLIDISCHER ZU PROJEKTIVERGEOMETRIE

3.1. Elemente euklidischer Geometrie.Im folgenden wollen wir uns

mit geometrischen Grundelementen, und grundlegenden Operationen
besclaftigen. Wir beschaiiken uns hierbei vollkommen auf den ebenen
Fall, wenngleich Verallgemeinerungen awheie Dimensionen nicht allzu
schwierig sind. Als Grundelemente betrachtenmunkte GeradenKreise

und KegelschnittgEllipsen, Hyperbeln und Parabeln). Die grundlegenden
Operationen sind z.B. das Zeichnen der Verbindungsgeraden zweier Punk-
te, das Bestimmen des Schnittpunktes zweier Geraden, das Zeichnen eines
Kreises mit gegebenem Mittelpunkt und (abgetragenem) Radiusatlas F-
eines Lotes, das Schneiden zweier Kreise, etc. Es ist charakterigtisch f~
euklidische Geometrie, das die Durahfbarkeit einer Operation im allge-
meinen stark von der speziellen Lage der beteiligten ElementnghiSo
haben z.B. zwei Geraden nur dann einen Schnittpunkt, wenn sie nicht pa-
rallel sind. Auch die Existenz der Schnittpunkte zweier Kremsedt massiv

von ihrer Lage ab. Ein “naiver” Ansatzifdie interne Re@Sentation der
Objekte lonnte z.B. folgendermassen aussehen:

e Punkteseien dargestellt durch ihf&,y)-Koordinaten.

e Geradenseien dargestellt durch die Paramef@b,c) einer definie-
renden Gleichungx+ by = c.

e Kreiseseien dargestellt durch Mittelpunkiy, my) und Radius.

Bei einer solchen Darstellungussen die oben eatinten Speziadille
durch interne Abfragen im Programm abgefangen werden. Schnitte paral-
leler Geraden werden dann in aller Regelwaigiiltig markiert und lonnen
zur weiteren Berechnung nicht mehr herangezogen werden. In der Tat ist
dies genau die Situation, wie man sie in den meisten Geometrieprogrammen
wiederfindetCinderellageht hier einen anderen Weg. Es wird versucht den
Begriff der Geometrie so weit zu verallgemeinern, dass die Behandlung von
Sonderéllen so weit wie mglich tiberflissig wird.



Abb. 2: Schleifende Schnitte von Geraden Verschwinden im Unendlichen und
kommen von der anderen Seite ack”

3.2. Unendlich ferne Elemente. Ein erster Schritt in diese Richtung ist
das Einbeziehen unendlich ferner Elemente. Hierzu “postuliert” man, dass
Parallelen (gegen jede Erfahrurdgcheinen Schnitt haben. Dieser Schnitt
soll unendlich weit weg liegen. Alle Parallelen der gleichen Richtungsschar
haben einen einzigen Schnittpunkt im Unendlichen gemeinsam. Malt erh”
somit also €ir jede nogliche Richtung einen za&zlichen Fernpunkt. Fer-

ner postuliert man, das alle diese Fernpunkte gemeinsam eine Gerade bil-
den, dieGerade im Unendliche®urch diese scheinbare Verkomplizierung
erhélt man eine Struktur bemerkenswerter Geschlossenheit und Eleganz. In
der projektiven Geometri@asst man nun die Unterscheidung zwischen end-
lichen und unendlichen Elementen vollkommen fallen und wird auf folgen-
de einfachen Regeln gdiit:

e Zwei verschiedene Geraden halgamau einersSchnittpunkt.
e Zwei verschiedene Punkte habgenau einé/erbindungsgerade.

Um ein wenig der anschaulichen Evidenz der unendlich fernen Punkte
zu spiren stelle man sich am besten folgende Situation vor (Abb. 2). Man
betrachtet zwei sich schneidende Geraldend m mit SchnittpunktS. Wir
lassen nun die Gerade um einen vorfS verschiedenen PunkR rotieren.

Bei dieser Rotation wird sich der Pungtentlang der Geradehimmer
weiter fortbewegen. In dem Moment, wo und| parallel sind, wird der
PunktSins Unendliche “verschwunden” sein, um gleich darauf aus der an-
deren Richtung wieder zuckzukehren. In der projektiven Geometrie wird
nun der Parallelsituation keinerlei Sonderrolle zugesprochen: der Bunkt
istdann im Unendlichen.

3.3. Homogene Koordinaten. Ein naiver Koordinatenansatz bei dem
Punkte algx,y) Vektoren dargestellt werden, ist zu unflexibel um auch noch
unendlich ferne Elemente zu fassen. In ihomkén lediglich endliche Punk-

te dargestellt werden. Die Situation wird besser, wenn wiruthiechie eu-
klidische Ebene in den dreidimensionalen Raum einbetten. Wir stellen uns
hierzu eine Kugel (vom Radius 1) tangential an den Koordinatenursprung
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Abb. 3: Projektion der Ebene auf die Kugel.

der Ebene angelegt vor (Abb. 3). Dann projizieren wir die Punkte der Ebene
vom Mittelpunkt der Kugel auf die Kugelobeafthe. Durch diese Zentral-
projektion wird jedem Punkt der Ebene zwei sich diametral gelgeriié-
gende Punkte auf der Kugelobedhe zugeordnet. Das Bild der euklidi-
schen Ebenaberdeckt dabei allerdings nicht die gesamte Kugelaoshé.
Die Kugel betihrt die Ebene im “8dpol”, also bleibt deAquator uniber-
deckt. Die Punkte auf derAquator entsprechen genau den unendlichen
fernen Punkten. Auch hier ist es hilfreich sich den Grdrezgang bildhaft

zu vergegenwartigen. Liegt die Kugel im Ursprung eines dreidimensiona-
len (x,y, z)-Koordinatensystem&3 und identifizieren wir die euklidische
Ebene mit der Ebene= —1, so wird ein Punk{x,y) der Ebene auf die
Punkte

p1:+ (X)y)_l) und p2:_ (X)y)_l)
VX+y?+1 VX+y?+1

der Kugel abgebildet. Wandert der Punkt immer mehr ins Unendliche, so
nadhern sich dessen Bilder auf der Kugel immer mehr dem Kupgltor.
Die Bilder der Fernpunkte haben Koordinaten der Fgkjy,0). Geraden
in der Ebene werden durch diese Abbildung auf Grosskreise der Kugel ab-
gebildet. Die Gerade im Unendlichen (auf der ja alle Fernpunkte liegen)
entspricht genau dedquator.

Anstatt nun mit den zweidimensionalen Koordinaten der Ebene zu rech-
nen, repasentieren wir Punkte durch ihre entsprechenden Bilder auf der
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Kugeloberféiche. ki die algebraische Behandlung dieser Punkte im Rah-
men der projektiven Geometrie ist ein gemeinsamer Vorfaktor der Koordi-
naten unerheblich (man kann ja jederzeit auf die Kugelabeh@ “herunter-
normieren”). Demgeimss stellen wir die Punkte der Ebene einfach als von
(0,0,0) verschiedene Vektore(x,y, z) dar. Vektoren, die sich nur durch ein
von Null verschiedenes Vielfache unterscheiden, aspntieren den glei-
chen Punkt. Will man die urspnglichen zweidimensionalen Koordinaten
zurtickerhalten, et man diese einfach durch eine Abbildung.

(X) Y, Z) = (_X/Z’ —y/Z)

Diese Rickabbildung ist natrlich far die unendlich fernen Punkte (die der
Form(x,y,0)) nicht durchtihrbar.

Geraden re@Sentieren wir weiterhin durch die Parametayb,c) der
entsprechenden Gleichurax+ by = c. Der Vektor (a,b,c) hat eine be-
merkenswerte geometrische Interpretation. Er ist ein Normalenvektor der
Ebene, in welcher der zur Geraden gebé Grosskreis liegt. Auch hier
reprasentieren beliebige Vielfache dieses Vektors die gleiche Gerade. Die
Gerade im Unendlichen ist durch den Vek(6r0, 1) reprdsentiert.

Wie die Symmetrie der Kugel sofort zeigt wird durch diese Darstellung
jegliche Sonderrolle der unendlich fernen Elemente gelgenden endli-
chen Elementen aufgehoben. Diese Darstellung von Punkten und Geraden
durch Dreiervektoren wirdomogene Koordinategenannt.

3.4. Einfachste Operationen. Ein Punktp = (x,y, z) liegt auf der Geraden
| = (a,b,c) genau dann wenn, diese beiden Vektoren senkrecht aufeinander
stehen. Dies ist genau dann der Fall, wenn

ax+by+cz=0

gilt, also das Skalarprodukt- | verschwindet. An dieser sehr einfachen
Gleichung kann man erkennen, das in projektiver Geometrie die Rollen von
Punkten und Geraden vertauschbar sind. Dahinter verbirgt sich sich eine
tiefliegendeDualitat die sich durch die gesamte projektive Geometrie zieht.
Hierauf soll aber zuachst nicht eingegangen werden.

Wie berechnet man nun die Verbindungsgerade zweier Punmkte
(X1,Y1,21) undpz = (X2, Y2, 22). Gesucht st ein Vektdr= (a, b, c), der senk-
recht auf beiden Vektorepy und p, steht. Solch ein Vektor ist genau durch
das dreidimensionale Kreuzprodukt

P1 X P2 = (Y122 — Z1Y2, —X122+Z1X2, X1Y2 —Y1X2)
gegeben. Man edit’
| = p1x p2.
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Abb. 4: Berechnung einer Parallelen.

Vollkommen analog berechnet sich der Schnittpunkt zweier Gerhden
(a1,b1,c1) undlz = (ap, by, c2). Auch hier ist ein Vektomp = (x,y,2) ge-
sucht, der senkrecht auf den beiden anderen steht. Mait etk Formel
fur den Schnittpunkt

p= |1 X |2.
Insbesondere ergibt sich als Schnitt zweier paralleler Geraden der entspre-
chende unendlich ferne Schnittpunkt.

In Cinderellasind Punkte und Geraden durch homogene Koordinaten
dargestellt. Die zwei Grundlegenden Operatio8ehnittpunktind Verbin-
dungsgeradsind einfach durch Kreuzprodukte realisiert. Es ist keinerlei (1)
Behandlung von Spezialién notwendig.

Man kann die bisher eingefiften Operationen auch benutzen, um auf
elegante Weise die (euklidische) Parallele zu einer Geradeemnch einen
Punktp zu bestimmen (Abb. 4). Man muss hier allerdingsahst die Ge-
rade im Unendlicheh, = (0,0,1) als ausgezeichnetes Element ahén.

Die Berechnung der Parallelerkann dann wie folgt durchgefiit werden

g= (I xle) x p.
Mittels | x | wird zuerst der Fernpunkt in Richtuhgestimmt (der Schnitt
von | mit der Geraden im Unendlichen). Sodann wird die Verbindungsge-
rade von diesem Fernpunkt mit Punktbestimmt. Dies ist die gesuchte
Parallele.
Das Einfihren von speziellen Elementen wie zum Beschreiben geo-
metrischer Besonderheiten wird uns im Folgenden noch bé&spéri.

3.5. Determinanten. Determinanten spielen bei der algebraischen Re-
prasentation der projektiven Geometrie eine herausragende Rolle. Sie sind
in gewisser Weise die kleinsten Formeln, deren Verhalten durch perspek-
tivische oder projektive Abbildungen nicht (wesentlich) beeinflusst wird.
Ferner kann man zeigen, dass sich jede projektiv invariante Eigenschatft als
Polynom in Determinanten schreibexss$t (dies ist der “erste Fundamental-
satz der Invariantentheorie”).

Nehmen wir uns als Beispiel die einfachste Eigenschaft, die unter per-
spektivischen oder projektiven Abbildungen nicht zerswird: “drei Punk-
te p, g, undr sind kollinear.” Haben die Punkte die homogenen Koordinaten
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Abb. 5: FEichenberechnung eines Dreiecks.

(p1, P2, P3), (O1,02,03) und(rq,r2,r3), so Esst Kollineariét wie folgt alge-

braisch ausdrcken:
P1 P2 P3
det| a1 o2 g3 | =0.

A ra rs

Eine Maglichkeit sich dies klarzumachen ergibt sich aus der Beobach-
tung, dassdi Punkte(x1,y1) (X2,¥2), (X3,y3) der normalen euklidischen
Ebene der Echeninhalt des von ihnen aufgespannten Dreiecks sich zum
halben Wert der X 3-Determinante

X1 y1 1

det| X2 y» 1 | =2-Flacheninhalt
X3 y3 1

ergibt (Abb. 5). Ist die Fd¢he Null, so sind die drei Punkte kollinear.

3.6. Kegelschnitte. Kegelschnitte erilt man durch Projektion eines Krei-

ses auf die Ebene. Je nach Lage des Kreises, und des Projektionspunktes
konnen hierbei Ellipsen, Hyperbeln oder Parabeln entstehen. Algebraisch
lassen sich Kegelschnitte al®$tingsgebilde von quadratischen Gleichun-
gen beschreiben. In homogenen Koordinaten hat die allgemeine Kegel-
schnittgleichung die Form

ax + by? + cZ + dxy+ exz+ fyz=0.

Im Sinne der projektiven Geometrie gibt es keine eigentliche Unterschei-
dung zwischen Ellipsen, Hyperbeln oder Parabeln. Sie alle stellen einfach
geschlossene Kurven dar. Die Frage, welcher der cali¢ orliegt, Bsst
sich erst nach der Einfirung der Geraden im Unendlichkenbeantworten.
Eine Ellipse hat keinen Schnittpunkt nhif, eine Parabel genau einen und
eine Hyperbel zwei. Kegelschnitte r@gentiert man am besten durch die
Parametefa,b,c,d, e, f) ihrer Gleichung, wobei es auch hier auf skalare
Vielfache nicht ankommt.
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Abb. 6: Scharen von Kegelschnitten durch vier Punkte.

Insbesondere sind auch Kreise spezielle Kegelschnitte. Bei Ihnapa-ist
b undd = 0. Dementsprechend haben Kreise die Gleichung

X2 +y? +cZ + exz+ fyz=0.

In Cinderellawird intern nicht zwischen Kreisen und allgemeinen Kegel-
schnitten unterschieden. Kreise sind einfach Kegelschnitte mit speziellen
Koordinaten. An dieser Stelle ist es wichtig festzustellen, dass ein Kreis als
Menge aller Punkte die vom Mittelpunkt einen festen Abstand haben ei-
gentlich einmetrisches Objekst, da dessen Definition auf den Begriff des
Abstands zwckgreift.

4. KOMPLEXE ZAHLEN

4.1. Ursprunge. Bei aller Eleganz hat die Einfirung von homogenen Ko-
ordinaten zuachst einen (scheinbaren) Nachteil: es ist nicht offensichtlich,
wie sich mittels homogener Koordinaten metrische Begriffe wie Abstand,
Winkel, Senkrechtstehen, Kreise etibeisichtlich und einfach ausdiken
lassen. Tawchlich tihrt der Weg von projektiver Geometrie moK zur Me-
trik nur tber das Gebiet der komplexen Zahlen. Wir wollen hieranist
die Auswirkungen von komplexen Zahlen auf die Behandlung von Son-
derfallen analysieren.

Die historischen Urspirige komplexer Zahlen liegen eigentlich imnden
von Polynomgleichungen. Obwohl komplexe Zahlen auch schon beim
Losen quadratischer Gleichungen eiatatiches Hilfsmittel sind, traten
sie historisch erstmalig beimadsén kubischer Gleichungen auf. Dort ist
ein Verstehen der dasungsgesamtheit (auch der rein reelleysirigen)
nur durch Eintihrung von komplexen Zahlenaglich. Diese Beobachtung
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Abb. 7: Die Verbindungsgerade der Schnittpunkte zweier Kreise ist immer
reel, selbst wenn die Punkte komplex werden.

wurde erstmalig vorGirolamo Cardano(1501-1576) systematisch durch-
geflihrt, wenngleich er nicht der erste war, ddrer einen bsungswegui
kubische Gleichungen verfte.

4.2. Komplexe Zahlen und Geometrie. Wir wollen uns die Rolle der

komplexen Zahlen zwachst am Beispiel quadratischer Gleichungen klar-

machen. Die b$ungen einer quadratischen Gleichufg px-+q =0 erhslt

man nach der bekanntgng-Formel
P, [P

X12 = 5 + 2 qg.

Reelle Losungen existieren nur, wenn der Ausdruck unter der Wurzel nicht-

negativ ist. So hat z.B. die Gleichur§+ 1 = 0 keine reelle bsung. Kom-

plexe Zahlen erweitern nun den Bereich der reellen Zahlen durch Hinzu-

nahme einer Zahl mit der Eigenschaft? = —1. Die Zahli ist quasi eine

formale Losung der Gleichung? + 1 = 0. Natirlich hat die Zahli keine

Entsprechung auf der reellen Zahlengeraden, da das Produkt zweier reeller

Zahlen immer positiv ist. Bis auf obige Regel erfolgt das Rechnen mit der

imagiraren Einheit igenauso wie mit jeder anderen Zahl. Die Menge der

komplexen Zahlef® sind nun alle Zahlen der Form= a-+ ib, wobeia und

b beliebige reelle Zahlen sind. Die Wurzel einer negativen Zadkrgibt

sich nun als/—a= +i /a.

Durch Hinzunahme der imaganén Einheit sind nun alle quadratischen
Gleichungen formaldsbar geworden. So hat z.B. die quadratische Glei-
chungx2 — 4x+ 13 = 0 die beiden bsungerx; = 2+ 3i undx, = 2 — 3i,
wie man durch Einsetzen leicht nachrechnen kann.

(2+3i)(24+3i))—4-(24+3i) +13=4+121+9°-8-121+13=0

Erstaunlicherweise hat man durch Eihfiung von komplexen Zahlen noch
viel mehr gewonnenm Bereich der komplexen Zahlen sind Polynomglei-
chungen beliebigen Grades immésbar.

Aus der Tatsache, dass komplexe Zahlen beliebige Polynomgleichun-
gen zu bsen verrmgen, ergibt sich eine interessante Konsequenaig
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O

Abb. 8: Gegeben seien drei Kreisewrfédes Paar zieht man die Verbindungs-
gerade der zwei Schnittpunkte. Die drei entstehenden Geraden sind reel und
schneiden sich, unabhgig ob die Schnittpunkte reell sind oder komplex.

Behandlung von Sondeifén in der Geometrie. Wie bereits ealarit wur-

de, ist das Schnittpunkt bilden zweier Kreise nicht immer durctar. Es
héangt sehr von der speziellen Lage der Kreise ab (Abb. 7). Nun ist aber
das Auffinden der Schnitte zweier Kreise nichts anderes alsaseniéiner
quadratischen Gleichung. Unter Einbeziehung komplexer Zahlen finden wir
somitimmerSchnittpunkte, es kann lediglich passieren, das deren Koordi-
naten komplex werden. Betrachten wir z.B. den Schnitt des Einheitskreises
x? +y? = 1 mit dem um einen Werttan x Richtung verschobenen Kreis
(x—2t)?>+y? = 1. Als Lésung erhlt man die beiden Schnittpunkte mit
homogenen Koordinaten

(t,v/1-t2,1) und (t,—v1-121).

Wird t grésser als 1, so wird digKoordinate der Punkte komplex. Bemer-
kenswerterweise ist die Verbindungsgerade der beiden Schnittpunkte im-
mer reel, wie man durch Ausrechnen des Kreuzproduktes leicht nachrech-
nen kann. In unserem speziellen Fall ist dies genau die Mittelsenkrechte der
beiden Kreismittelpunkte.

Zwischenergebnissekinen also komplex sein, obwohl davon abgeleite-
te Grossen wieder reel werdemihrien (Abb. 7+8)Cinderellarechnet in-
tern konsequent mit komplexwertigen Koordinaten, deren Inzsatgil je-
doch oftmals verschwindet. DiegHit zu einer weiteren Reduktion der zu
betrachtenden geometrischen Fallunterscheidungen.

5. METRIK

5.1. Rechnen mit komplexen Zahlen.Komplexe Zahlen der For@a+ib
konnen als Punkte in der Ebene aufgefasst werden (Abb. 9). Mghauif
derx-Achse den Realted ab und auf dey-Achse den Imagiarteil b. Al-
ternativ kann eine komplexe Zah= a+ib auch durch ihren Winked zur
reellen Achse und deren Abstan@um Ursprung angegeben werden. Ein
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=ati \ 7= rei®
o) P . z=a+ib /
: r

N 0

Abb. 9: Komplexe Zahlen als Vektoren und in Polarkoordinaten.

bemerkenswertes Resultat von Euler zeigt den Zusammenhang von kom-
plexen Zahlen in Polarkoordinaten und der Expotentialfunktion auf. Es gilt:
z=re®.
Die Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen kann ebenso geo-
metrisch interpretiert werden (Abb. 10). Addition einer komplexen Zahl zu
einer anderen entspricht einfach der Vektoraddition in der Ebene. Multi-
plikation zweier Zahlerz; = r1€% undz, = r,e® entspricht einer Dreh-
streckung, da gilt

21 -2 = I';]_eiel : I’2€‘i62 = r1r28i(61+92).
Die Langen der Zahlen multiplizieren sich, die Winkel addieren sich.

5.2. Winkel. Wie kann man nun komplexe Zahlen zum Bestimmen von
Winkeln und Entfernungen heranziehen? Betrachten wiachst den Fall

der Winkelbestimmung zwischen zwei Geraden. Angenommen die Geraden
haben homogene Koordinaten

| = (I1,12,13) und m= (mg,mp, mg).

Die “verkurzten” Vektoren(l1,12) und (my, mp) stellen genau (ebene) Nor-
malenvektoren auf den beiden Geraden dar. Und bilden daher den gleichen

o (0146
2n+2 lez—rlrze'(l 2)

V)
V)

Al
P4l

Y
Y

Abb. 10: Addition und Multiplikation komplexer Zahlen.
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Winkel zueinander wie die urgpnglichen Geraden. Fassen wir diese als
komplexe Zahlery, = 11 +il2 = r€® undzyn = m +imp = rpe® auf, so
kann man aus diesen Zahlen den Winkel zwisdhend m berechnen. Wir
mussen lediglich den Winkd), — 6., aus den beiden Zahlejp und z,, ex-
trahieren. Dies geschieht folgendermassen. Der Qudiént ist dann

A _ Nde-em

Zm Mm
Diese Zahl entalt bereits die gesuchte Winkeldifferenz. Wiussen nun
noch den Betrag /rm “wegdiskutieren”. Dazu definieren wir zanhst die
konjugiertervonz undzm alsz = Iy — il = ne"el undzp=m —imp =
rme 9. Diese Konjugierten edit man geometrisch aws und z, durch
Spiegelung an der reellen Achse. Nun berechnen wir:

a / Z N /T e 20w _ (28-20m)
Zn/ Zm

'm/ Tm
Durch Ziehen des Logarithmus erhalten wir

6 — 6, = %m(%/%)

5.3. Die Punktel und J. Das besondere an der letzten Formel ist, dass sie
sich auch allein aus projektiven Operationgrei' homogenen Koordinaten
durch Determinanten darstellesskt. Dies geschieltnlich wie beim Be-
nutzen der Geraden im Unendlichen zum Berechnen von Parallelen durch
Hinzunahme von speziellen Elementen. Diese speziellen Elemente werden
meistens mil undJ bezeichnet und haben die komplexen homogenen Ko-
ordinaten

I=(,-1,0) und J=(i,1,0).
Betrachten wir nun die Determinante gebildet Busund|

li 1 s
det i -1 0 =1 +il, =17.
0O 0 1

Diese Determinante extrahiert genau diediegié komplexeZahd,. Analog
berechnen wigy,, Zn undz. Wir kiirzen 3x 3-Determinanten der homoge-
nen Koordinaten dreier Punkte oder GeraderB und C der Einfachheit
halber mit[A, B,C] ab und erhalten als Formelfden gesuchten Winkel:

1 LT le)m, 3, )
8 —Bm = 5|n<[m,1,|oo][|,‘])|°°]>.

Der Ausdruck in der Klammer ist das sogenanDtgppelverfaltnis der
Elemente(l,m|I,J) auf der Geraden im Unendlichdn. Das Doppel-
verhéltnis spielt in der gesamten projektiven Geometrie eine grosse Rolle.
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Der Zahlenwert des Doppelveahriisses bleibt unter perspektivischen oder
projektiven Abbildungen erhalten und ist somit eine sogenammjektive
Invariante Wir werden das Doppelvedtthis auch sater noch beatigen
und kirzen es miDV,(I,m|1,J) ab. Die Formel @i den Winkel liest sich
somit als
1
O =m=5
Diese Formel wurde erstmalig im Jahre 1853 \aguerre(1834-1886)
im Alter von 19 Jahren entdeckt. Felix Klein schreibtulzei in seinen 1928
erschienenen “Vorlesungeér nicht-euklidische Geometrie”:

In(DV,,(I,m|1,J))

“Dieses scbhine Resultat.|.] blieb aber lange unbeachtet, vermutlich,
weil sich die Geometer an den Gedanken gemt hatten, dal? Metrik
und projektive Geometrie in keiner Beziehung zueinanderdsi.”

Laguerres Formel und die Punkiteund J sind der Schissel zur Einbe-
ziehung von Metriken (euklidisch und nicht-euklidisch) in die projektive
Geometrie.

5.4, Kreise und | und J. Die Punktel undJ werden auch als diana-
ginaren Kreispunktéezeichnet. Sie stehen zu Kreisen in folgender ebenso
einfachen wie verhiffenden Beziehung:

Alle Kreise verlaufen durch undJ.
Kreise sind genau die Kegelschnitte die durandJ velaufen.

Am einfachsten kann man sich von dieser TatsagherZzeugen wenn
manl undJ in die Kreisgleichung

X2+ y? +cZ +exz+ fyz=0.

einsetzt. Die letzten drei Terme fallen weg,zda0 ist die ersten beiden Ter-
mex? +y? verschwinden wegeif = —1. Die Beziehungen vohundJ zu
Kreisen sind mannigfaltig unddainen hier leider nur gestreift werden. Eine
der erstaunlichsten Tatsachen ist die folgendet DadJ auf jedem Kreis

K liegen, kann man durch sie eindeutige TangenteK amlegen. Schnei-
det man diese beiden Tangenten, sa#rman genau den Mittelpunkt des
Kreises. Eine entsprechende Operatiandiigemeine Kegelschnitte liefert
die Brennpunkte des Kegelschnitts.

6. NICHT-EUKLIDISCHE GEOMETRIE

6.1. Cayley-Klein-Geometrien. Die grosse Leistung Felix Kleins war es,
die Formel von Laguerre als Spezialfall eines wesentlich allgemeineren
Musters zu erkennen. Die sogenannten Cayley-Klein-Geometrien stellen
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Abb. 11: Zur Massbestimmung in Cayley-Klein Geometrien.

ein allgemeines System dar, in dem sich sowohl euklidische als auch hy-
perbolische und elliptische Geometrie mittels projektiver Geometrie (und
komplexer Zahlen) beschreiben lassen.

Die grundlegende Idee ist hierbei die Massbestimmung (das Messen
von Winkeln und laingen) auf einen Kegelschnitt zu beziehen. Dieser Ke-
gelschnitt wird dagFundamentalgebildeler Geometrie genannt. Zudem
mussen zwei Normierungskonstantgg: und cang fir Winkel und Langen
gewahlt werden.

Hat man das Fundamentalgebildaund die zwei Normierungskonstan-
ten gevahlt, so ergibt sich die Abstandsmessung zweier PuRki@d Q
wie folgt (Abb. 11, links): man zeichnet die Verbindungsgeraden P
undQ. Den Schnitt dieser Gerade mit dem Fundamentalgebilde besteht aus
zwei PunktenX undY. Der Abstand vorP zu Q berechnet sich nun (per
Definition) zu

d = cgist- IN(DVI (P, Q|X, Y)).

In vollkommen dualer Weise ergibt sich die Winkelmessung zweier Gera-
denL undM wie folgt (Abb. 11, rechts): man zeichnet den Schnittpymkt

von L undM. Die Tangenten dieses Punktes an das duale Fundamentalge-
bilde sind zwei GeradeX undY. Der Winkel zwischer. undM berechnet

sich nun zu

Abhangig von der Wahl des Fundamentalobjektes entsteht bei dieser Mes-
sung entweder hyperbolische, elliptische, euklidische Geometrie oder eine
von vier weiteren Mglichkeiten (darunter auch die Geometrie der Relati-
vitatstheorie).

Im Falle hyperbolischer Geometrieahit man das Fundamentalgebilde
zu x? +y? — 72 = 0. Dies ist der normale Einheitskreldblicherweise be-
schidnkt man sich beim Studium der hyperbolischen Geometrie auf das In-
nere dieser Kreisscheibe. Die angegebene Massbestimmiumnginnern
der Kreisscheibe zu Vedithissen in denen die ersten vier Axiome Euklids
gelten, aber das Parallelenpostulat durch unser AxiogAérsetzt wurde.
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Abb. 12: Strahlen aufdguidistante Punkte in elliptischer und hyperbolischer
Langenmessung.

Wahlt man als Fundamentalgebilde den Kegelschfitty? + 72 = 0 er-
gibt sich die elliptische Geometrie. Das Fundamentalgebilde beditat
haupt keine reellen Punkte. Alle Schnittpunkte und Tangenten die zur
Durchftihnrung der obigen Messung lmigt werden, haben komplexe Koor-
dinaten. Die resultierende Geometrie entspricht der Situation auf einer Ku-
geloberféiche, wobei sich gegabérliegende Punkte identifiziert werden.
Die Langenmessung nach unserer Formel ergibt genauasigdrimessung
durch Geodten (kirzeste Wege) auf der Obextlie der Kugel. Die Win-
kelmessung ist die sphische. Geraden entsprechen Grosskreisen auf der
Kugel. Da zwei Grosskreise immer zwei (antipodale) Schnittpunkte haben
gibt es in dieser Geometribérhaupt keine Parallelen.

Im Falle der euklidischen Geometrie ist das Fundamentalgebilde ein
degenerierter Kegelschnitt, der mit der Geraden im Unendlichen zusam-
mengllt. Das entsprechende duale Fundamentalgebilde besteht aus den
Punktenl undJ. Die Winkelmessung spezialisiert sich genau zur Formel
von Laguerre. Die Bingenmessung ergibt zactist einmal Odi jeden Ab-
stand. Dies kommt daher, dass es in euklidischer Geometrie &bswu-
te Langeneinheit gibt (im Gegensatz zu den beiden anderen Geometrien).
Betrachtet man bei derdrigenmessung jedoch Quotienten mit einer Ein-
heitskinge, so ergibt sich (oh Wunder) dibliche euklidische Abstandsbe-
stimmung.

6.2. Langenmessung.Abschliessend wollen wir uns noch ein wenig den
Unterschied von hyperbolischer, elliptischer und euklidisclergenmes-
sung verdeutlichen. Die Formalifdie der Lahgenmessung

d= Cdiist - In(DV| (P7Q|X7Y))

definiert praktisch eine eigene ahgenmessung auf jeder Geraden.
Abhangig davon, ob die Gerade mit dem Fundamentalobjekt Null, einen
oder zwei reelle Schnitte hat, ergeben sich drei qualitativ verschiedene
Moglichkeiten.



19

Abb. 13: Kreise gleicher @Gsse in elliptischer und hyperbolischer Geometrie.
Darstellung auf der Kugelobeaithe und in der Poincaschen Kreisscheibe.

Fall 1: Die Gerade hakeinenreellen Schnitt mit dem Fundamentalge-
bilde. In diesem Fall existieren die beiden Schnittpunkte dennoch, haben
allerdings konjugiert komplexe Koordinaten. Rechnet man nach, so wird in
diesem Falle das Doppelveiltriis von der Forne® sein, also genau wie

in Laguerres Formel den Betrag 1 haben. In diesem Falleaitesith die
Langenmessung seahrilich zur Winkelmessung. In der Tat ergibt sich als
Lange das selbe, wie wenn man “Blickwinkel” der Punkte auf der Geraden
von einem geeigneten Punkt ausserhalb der Geraden misst (Abb. 12, links).
In elliptischer Geometrie ist diedrigenmessung prinzipiell auf jeder Ge-
raden elliptisch. Geht man in Einheitsschritten entlang einer Geraden mit
elliptischer Messung, kommt man irgendwann zum Ausgangspuriktizur”

Fall 2: Die Gerade hatweireelle Schnitte mit dem Fundamentalgebil-
de. Dies ist der Fall hyperbolischeahgenmessung. Das Doppelvathis

ist in diesem Falle rein reell. Rechnet man nach, so stellt man fest, dass
wenn man in Einheitsschritten wandert entlang der Geraden wandert, man
immer réher an die beiden Schnittpunkte mit dem Fundamentalgebilde her-
ankommt sie aber nie ganz erreicht (Abb. 12, rechts). Dies spiegelt die Si-
tuation im Inneren der Kreisscheibe der hyperbolischen Ebene wieder, bei
der die Massverdinisse zum Rand hin immer enger zu werden scheinen.
Bei hyperbolischer Geometrie ist die Massbestimmung auf jeder Geraden,
die die Kreisscheibe des Fundamentalobjektes schneidet, hyperbolisch. Auf
Geraden, die ganz ausserhalb der Kreisscheibe liegen, hingegen elliptisch
(da die Schnittpunkte nicht existieren) (Abb. 14).

Fall 3: Im Grenzfall, wo nur genau ein Schnittpunkt mit dem Funda-
mentalgebilde existiert, ergibt sich die Situation der normalen euklidischen
Langenmessung.
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Abb. 14: “Kreise” gleicher Gosse in elliptischer Massbestimmung auf ei-
ner Geraden, die in hyperbolischer Geometrie die hyperbolische Kreisscheibe
nicht schneidet. & Experten undistheten.

7. WOZU DAS ALLES

Wozu dieser ganze Ausflug in die Tiefen der Cayley-Klein-Geometrie?
Weil es erstaunlicherweise das Leben (zumindest, wenn man ein Geome-
trieprogramm schreibt) leichter macht. Die Allgemeinheit der Konzepte
ermoglicht es, mit nicht-euklidischen Geometrien ebenso einfach umzu-
gehen wie mit euklidischer Geometrie. Hat man einmal die konzeptuellen
(und implementatorischen) Schwierigkeitebeirwunden und die grundle-
genden Basisoperationen implementiert, sorkén abgeleitete Operationen
mit hochster Einfachheit erstellt werden. Der Benutzer braucht von alledem
nahezuuberhaupt nichts zu wissenuiFihn ist nicht-euklidische Geome-
trie zum ebenso natlichen Objekt wie euklidische Geometrie geworden.

In Cinderellasind all diese Konzepte konsequent umgesetzt und wir hof-
fen, dass auf diese Weise auch “komplexere” geometrische Szenarien auf
Akzeptanz bei Lehrern, Sakérn und Mathematikern finden.
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